Математическая игра «Домино». Решения.  1марта 2013 года.
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0-0. Пусть O ( центр правильного треугольника ABC. Найдите ГМТ  M, удовлетворяющих следующему условию: любая прямая, проведенная через точку M, имеет общую точку хотя бы с одним из отрезков AB и CO. (Пусть A1 и B1  ( середины сторон CB и AC соответственно. Искомым ГМТ является объединение четырёхугольника OA1CB1 (включая границу) и отрезка AB.)

0-1. Найдите какое-нибудь решение ребуса П+И+Ф+А+Г+О+Р=А+Р+Х+И+М+Е+Д. (Одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры.) (Решений нет, т.к. в ребусе использованы 11 различных букв, а различных цифр, как это ни удивительно, только 10:(.)

0-2. Найдите наименьшее двадцатизначное число с суммой цифр 20, делящееся на 20. (10000000000000002980. Для того, чтобы число было наименьшим, в более старших разрядах должны стоять как можно меньшие цифры, соответственно большие цифры должны стоять в младших разрядах, а для того, чтобы число делилось на 20, оно должно оканчиваться на 00, 20, 40, 60 или 80, поэтому на конце нашего наименьшего числа стоят наибольшие из возможных цифры 2980, и оно будет равно 10000000000000002980.)
0-3. Укажите наименьшее трёхзначное число из чётных цифр, делящееся на 3. (204)

0-4. На дороге длиной 40 км стоят несколько (больше одного) пеньков. Первый турист идёт пешком со скоростью 5 км/ч, и на каждом пеньке отдыхает одинаковое целое число часов. Второй турист едет на велосипеде со скоростью 8 км/ч и отдыхает на каждом пеньке в два раза дольше, нежели первый турист. Вышли и пришли туристы одновременно. Сколько могло быть пеньков? (3. Если бы туристы нигде не останавливались, то один прошёл бы всю дорогу за 8 часов, а другой за 5. Принимая во внимание то, что один отдыхал на пеньках в 2 раза больше другого, получаем уравнение 5+2x=8+x, где x - продолжительность сидения первого туриста на всех пеньках, откуда получаем, что x=3. Так как пеньков больше 1, а на каждом пеньке туристы сидят целое число часов, то пеньков может быть только 3.)

0-5. Про квадратный трехчлен f(x)=ax2–ax+1 известно, что |f(x)|(1 при всех 0(x(1. Найдите наибольшее возможное значение а. (8. Так как f(0)=f(1)=1, то графиком трехчлена является парабола, симметричная относительно прямой x=0,5. Из условия |f(x)|(1 при 0(x(1 следует, что «ветви» параболы направлены вверх, а наибольшее значение а достигается в случае, когда наименьшее значение функции равно –1. Значит, f(0,5) = –1, откуда а=8.)

0-6. Все коэффициенты многочлена P(x) ( целые числа. Известно, что P(1)=1 и что P(n)=0 при некотором натуральном n. Чему может быть равно n? (n=2. Воспользуемся тем, что P(x)(P(y) делится на  x(y. Отсюда P(n)(P(1)= (1 делится на (n(1). Значит,  n(1=±1, откуда n равно 0 или 2. Поскольку n ( натуральное, то решение единственно.)

1-1. Укажите все целые числа, имеющие два различных целых делителя. (1 и (1, которые и являются делителями у этих же чисел)

1-2. Имеются две шестерёнки с одинаковыми зубьями, но разного диаметра – одна в пять раз больше другой. Большая шестерёнка неподвижна, а маленькая катится по большой, делая вокруг неё один оборот. Сколько оборотов сделает маленькая шестерёнка за это время вокруг своей оси? (6. Путь, пройденный центром маленькой шестерёнки, равен 2π(R+r)=12πr, а путь, пройденный точкой на границе маленькой шестеренки равен 2πr∙N, где N - число оборотов вокруг своей оси, R и r – радиусы большой и маленькой шестерёнок соответственно. Эти пути равны, откуда N=6.)
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1-3. Какое наибольшее количество королей можно поставить на шахматную доску так, чтобы ровно половина из них никого не била? (24. Разобьём доску на 16 квадратов 2х2. Пусть всего королей 2k. Тогда по крайней мере в k квадратах 2х2 стоит ровно один король (это короли, не бьющие других). Остальные k королей стоят на оставшихся клетках. Таким образом получим, что 4k+k≤64, откуда k≤[64/5]=12, то есть всего королей не более 24. Пример строится очевидным образом – см. рис.)
1-4. Приведите пример четырёхугольника, у которого тангенсы всех внутренних углов равны. (Это четырёхугольник, у которого три угла равны 45(, а четвёртый ( 225(, тогда тангенсы всех его углов равны 1.)
1-5. Приходя в компьютерный тир, посетитель вносит в кассу 100 рублей. После каждого удачного выстрела количество денег на его счету увеличивается на 10%, а после каждого промаха – уменьшается на 10%. Вася сделал 4 выстрела, после чего из полагавшейся суммы ему смогли выплатить только все рубли. Сколько копеек осталось на его счету, если он получил 80 рублей? (19 копеек. Заметим, что после каждого удачного выстрела капитал игрока умножается на 1,1 , а после каждого неудачного – на 0,9. Начальный капитал игрока составляет 100 рублей = 10000 копеек. После четырёх выстрелов у него должно оказаться  не меньше 8000 и не больше 8099 копеек. Перебор показывает, что такое могло быть только в случае одного попадания и трёх промахов, тогда получим, что у него на счету осталось 10000(1,1((0,9)3=8019 копеек.)
1-6. Решите уравнение: 
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 (2 и (2. Обозначим =a>0. Тогда уравнение перепишется в виде [image: image6.png]a+1l/a=4.



Решая квадратное уравнение, получаем a=2[image: image8.png]


. Значит, [image: image10.png](V2 —3)*
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. Из свойств показательной функции имеем два корня исходного уравнения: x=±2.)
2-2. Действительные числа x, y таковы, что (4(x4)/(2(x2) = y. Выразите x через y. (
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2-3. Между двумя одинаковыми чётными двузначными числами вставили число, вдвое меньшее каждого из них. В результате получился точный квадрат некоторого натурального числа m. Чему может быть равно m? (m=874. Обозначим вставленное число через n (меньшее 50, как половина двузначного числа) и через A - получившееся. Если n - однозначное, то A = 2n∙103+n∙102+2n=2102n=n∙2∙1051. Поскольку 1051 - простое число, то при любом n от 5 до 9 A не представимо в виде произведения 2 равных сомножителей, т.е. не является квадратом натурального числа. Если же n - двузначное, A=2n∙104+n∙102+2n=20102n=n∙2∙19∙232=m2. Отсюда n делится на простые числа 2 и 19. Но ведь 10≤n<100/2=50, а значит n=19∙2=38. Отсюда m=2∙19∙23=874.)
2-4. Около квадрата описана окружность. В один из полученных сегментов вписан другой квадрат (две его соседние вершины лежат на стороне исходного, а две другие лежат на дуге окружности). Найдите отношение площадей большого и маленького квадратов. (25:1.  Пусть a - половина стороны большого квадрата, x - половина стороны маленького, O - центр окружности, A и B - вершины маленького квадрата, не лежащие на большом, C - середина стороны АВ. Тогда в прямоугольном треугольнике OCB имеем x2+(a+2x)2=a2/2, откуда находим один положительный корень x=a/5. Таким образом, сторона большого квадрата больше стороны маленького в 5 раз, и, следовательно, их площади относятся как 25:1.)

2-5. При каких a у уравнения |x(4a+1|+|x(3a2|=3a2(4a+1 конечное (возможно, пустое) множество корней? (1/3(a(1. Обозначим 3a2=z; 4a(1=t. Данное равенство |x(t|+|x(z|=z(t означает, что сумма расстояний на числовой прямой от точки x до точек z и t равна расстоянию от t до z при z(t. При z=t  число x равно им, а при z>t x не может лежать за пределами отрезка  между ними, но при любом x([t; z] равенство выполняется. Теперь найдём, при каких a разность z(t=3a2(4a+1 больше, меньше и равна 0. Решая квадратное неравенство, получаем, что при всех 1/3<a<1 данное выражение меньше 0, при a({1; 1/3} равно 0, и при остальных a больше 0. Значит, нам подходят все  1/3(a(1.)
2-6. Сколько существует пар натуральных чисел (a; b), где a(b, таких, что НОК(a;b)=1000000? (85. Рассмотрим подходящую пару чисел (a; b). Пусть НОД(a; b)=d, то есть a=dn; b=dm, где n и m – взаимно простые натуральные числа. Тогда НОК(a; b)=dnm=1000000. Теперь понятно, что для каждой пары взаимно простых делителей числа 1000000 (n; m) найдётся исходная пара (a; b), и наоборот. Таким образом, искомое количество пар равно количеству способов взять два взаимно простых делителя 1000000=26∙56. Если выбирать два взаимно простых делителя этого числа, один из них будет в разложении на простые множители содержать только 2 в некоторой неотрицательной степени, а другой ( 5, или оба множителя 2 и 5 будут присутствовать в одном числе, а другое равно 1. Таким образом, количество нужных нам пар в первом случае равно 7∙7=49, а во втором – 6∙6=36.)
3-3. Из города А в город Б по прямой дороге отправились одновременно «Мерседес» и пешеход. Доехав до города Б, «Мерседес» немедленно повернул обратно, и встретил пешехода ровно через 3 часа после выезда из А. Доехав до А, «Мерседес» снова повернул и догнал пешехода через 2 часа после первой встречи с ней. Через сколько минут после второй встречи с пешеходом «Мерседес» приедет в Б? (37,5. Удобнее всего построить графики движения «Мерседеса» и пешехода x(t). Тогда мы получим, что треугольники А0Б1В1 и В2А1В1 подобны по двум углам, откуда А0Б1/А1В2 = А0В1/В1В2 = t(В1) / t(В2)-t(В1) = 3/2, откуда А0Б1 + Б1А1 + А1В2 = 2∙А0Б1 + А1В2 = 4∙А1В2. Аналогичное равенство можно записать и для проекций соответствующих векторов на ось t, так как скорость «Мерседеса» на протяжении всего пути была постоянна. Отсюда можно заключить, что t(В2)= 5 = t(4∙[image: image19.png]


) = 4∙t([image: image21.png]


), откуда t([image: image23.png]


) = 5/4, и t([image: image25.png]


) = t([image: image27.png]


)∙3/2 = 5/4∙3/2 = 15/8. Теперь заметим, что то, что надо было найти,  – это разность между t([image: image29.png]


) и t([image: image31.png]


), которая равна 15/8 – 5/4 = 5/8 часа = 37,5 минут.)
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3-4. Сколько оборотов в сутки делает прямая, содержащая биссектрису угла между часовой и минутной стрелками? (13. За один час минутная стрелка делает 1 оборот, часовая 1/12 оборота. Заметим, что угловая скорость вращения прямой, содержащей биссектрису угла между движущейся стрелкой и некоторым неподвижным направлением (например, на 12 часов) в два раза меньше её угловой скорости (так как если за время t стрелка переместилась на угол α, то биссектриса переместилась на угол α/2). Значит, прямая, содержащая биссектрису угла между часовой и минутной стрелками делает (1/2+1/24) оборота за час (можно считать, что сначала на 1 оборот переместилась минутная стрелка, а часовая стояла, после чего на 1/12 оборота переместилась часовая, а стояла минутная). Следовательно, за 24 часа биссектриса совершит (1/2+1/24)∙24 = 13 оборотов.)
3-5. Биссектриса треугольника делит одну из его сторон на отрезки 3 см и 5 см. Какие значения может принимать периметр треугольника? (16<P<40 см. Пусть BD – биссектриса ∆АВС, AD = 3 см, CD = 5 см. По свойству биссектрисы треугольника, AB=3x см, BC=5x см, где x – коэффициент пропорциональности. Периметр треугольника равен: P=8+8x=8(x+1) см. Применив неравенство треугольника, получим: 5x – 3x<8<5x + 3x ( 1<x<4. Следовательно, 16<P<40.)
3-6. Сколько решений имеет уравнение x2(8[x]+7=0? ([x] - целая часть числа x, то есть наибольшее целое число, не превосходящее x.) (4. Если x - целое, находим решения х=1 и х=7. Найдем теперь нецелые х. Так как х2+7=8[x]≤8x, то x ищем на отрезке [1;7]. Далее, (х2+7) - целое, кратное 8, поэтому х - корень из натурального числа, которое лежит в промежутке (1;49), дает остаток 1 при делении на 8 и не является квадратом целого. Таких всего 3: это 17, 33 и 41. Последние два проходят несложную проверку.)
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 4-4. В треугольнике АВС продолжения биссектрис AK и BL касаются окружностей, симметричных вписанной окружности треугольника относительно сторон BC и AС соответственно. Найдите углы этого треугольника. (40°, 40°, 100° или 80°, 80°, 20°. Пусть сначала окружность ω1(O1; O1P), отражённая симметрично вписанной окружности ω0 относительно BC, касается прямой AK так, что точки O1 и B лежат по разные стороны от прямой AK. При отражении прямой AK симметрично относительно прямой BC она, очевидно, перейдёт в касательную к ω0, проходящую через K. В то же время прямая AK проходит через I, и, значит, является биссектрисой (CKP' между двумя касательными. Значит, (IKP'=(CKI=(из симметрии относительно BC)(P'KB. А эти углы в сумме составляют 180°, поэтому они все равны 60°. Отсюда (ABC+(BAC/2=60°. Пусть теперь  ω1 касается прямой AK так, что O1 и B лежат по одну сторону от неё. В этом случае аналогичными рассуждениями получаем, что (ABC+(BAC/2=120°. Проведя такие же рассуждения с окружностью ω2(O2; O2Q), симметричной ω0 относительно прямой AC, получим, что (BAC+(ABC/2=60° или 120°. Итак, углы (BAC=α и (ABC=β треугольника ABC (без умаления общности, пусть α≥β) удовлетворяют одной из трёх систем:[image: image33.png]- 60°
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. Первая и вторая система имеют по одному решению: α=β=40° и α=β=80° соответственно. Третья же система допустимых решений не даёт, так как из неё следует, что β=0°. Итак, углы треугольника ABC равны 40°, 40°, 100° или 80°, 80°, 20°, оба случая изображены на рисунках.) 
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4-5. На клетках поля 3(5 спрятаны мины (не более одной мины в каждой клетке). Две клетки "открыты" (на них мин нет) и на них написаны числа, означающие суммарное количество мин, находящихся в соседних (по стороне и вершине) клетках. Сколькими различными способами могут располагаться мины, если поле выглядит следующим образом? (476 способов. В зависимости от количества мин в трёх клетках центрального столбца, соседствующих с обоими открытыми полями, получим следующую сумму 
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, которая равна 1+3(5²+3(10²+1(10²=476.)
4-6. Сколько существует таких четырёхзначных чисел n, кратных 11, что S(n)=19, S(n+55)=20? (S(x) – сумма цифр числа x.) (36. Для начала заметим, что, если сумма цифр четырёхзначного числа n равна 19, то (n+55) – также четырёхзначное число (достаточно заметить, что первые три цифры образуют число, не большее, чем 991). Пусть 
[image: image39.wmf]abcd
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 – четырёхзначное число. По признаку делимости на 11, S(n)-2(a+c) (11. Так как S(n)=19, то 19≥S(n)-2(a+c)=(b+d)-(a+c)≥-17. Отсюда, так как S(n)=19 число нечётное, (b+d)-(a+c)=11 или -11. Значит, (a+c)=4 или 15. Так как a не 0, имеем 4 (0+4, 1+3, 2+2, 3+1) и 4 (9+6, 8+7, 7+8, 6+9) варианта для этих цифр соответственно. Другие две цифры определяются в первом случае 4 способами, во втором 5 способами. Всего получаем 4∙4+4∙5=36 возможных вариантов числа n. Теперь покажем, что все они удовлетворяют и условию S(n+55)=20. Заметим, что из последних двух цифр одна входит в сумму, равную 4, а поэтому она не больше 4, причём если это c, она не может быть равна 4; другая же входит в сумму 15, поэтому она не меньше 6. Отсюда можно понять, что при сложении  n и 55 будет ровно 1 перенос через разряд. Как известно, S(A)+S(B)=S(A+B)+9k, где k – количество переносов через разряд при сложении A и B. Отсюда S(n)+S(55)=S(n+55)+9k, то есть 19+10=S(n+55)+9, что равносильно второму условию S(n+55)=20.)
5-5. Какое максимальное количество шаров диаметра 1 можно уложить в закрытую после этого со всех сторон коробку размерами 10х10х1? (106. Уложим в первый ряд 10 шаров вплотную друг к другу. Во второй ряд положим 9 шаров так, чтобы они попали в промежутки между шарами первого ряда ("в шахматном порядке"). В третьем ряду будет снова 10 шаров, в четвертом - 9 и т.д. Легко проверить, что с помощью такого способа в коробку можно уместить 11 рядов (в последнем будет 10 шаров), и всего шаров будет (10+9)∙5 + 10 = 105. При этом вверху коробки останется еще немного незаполненного пространства. Тогда можно один из рядов в 9 шаров заменить рядом в 10 шаров. Вычисления показывают, что и в этом случае самый верхний ряд еще не вылезет из коробки. А вот второй раз это проделать уже не получится - верхние шары вылезут. Итого в коробку можно положить 106 шаров. Комментарий: Понятно, что, строго говоря, приведённые рассуждения отвечают лишь на вопрос «как?» разместить 106 шаров, но совершенно не говорят, «почему?» 106 – наибольшее количество. Строгое математическое доказательство этого факта слишком сложно, и, по мнению многих математиков, его невозможно осуществить элементарными методами. Для заинтересовавшихся данной проблемой рекомендуем:  http://ega-math.narod.ru/Nquant/Spheres.htm .)
5-6. В треугольнике АВС проведены высоты ВM и СН, I ( центр вписанной окружности. Известно, что ВС=24, МН=12. Найдите радиус окружности, описанной около треугольника IBС. (24 или 
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. Треугольники ABC и AMH подобны с коэффициентом |cos (A|. Отсюда |cos (A|=MН/BC=1/2. Следовательно, (A=60° или 120°. В треугольнике IBC (BIC=180°-(180°-(A)/2=90°+(A/2, то есть 120° или 150°. Соответственно радиус описанной окружности треугольника IBC равен BC/2sin(BIC=24 или 
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6-6. Найдите наименьшее n, обладающее следующим свойством: если из 9 попарно незнакомых людей выбрать n пар, и людей в каждой паре сделать либо друзьями, либо врагами, то из всей группы гарантированно можно будет выбрать либо тройку попарных друзей, либо тройку попарных врагов. (n=33. Пример на n=32 изображён на рисунке, для меньших n достаточно убрать нужное количество рёбер. Покажем, что при n=33 либо тройка попарных врагов, либо тройка попарных друзей обязательно найдётся. Предположим противное, то есть существует граф на 9 вершин с 33 (из 9∙8/2=36 возможных) покрашенными в два цвета рёбрами, не содержащий одноцветных треугольников. Если степень каждой вершины этого графа не более 7, то всего рёбер будет не более чем [7∙9/2]=31. Следовательно, найдётся вершина степени 8, – соединённая со всеми остальными (A). Предположим, из A выходят 5 одноцветных рёбер. Тогда 5 вершин, к которым они ведут, между собой могут быть соединены лишь рёбрами другого цвета, либо никак не соединены. Но из известной теоремы Турана, (утверждающей, что в графе на m вершинах наибольшее количество рёбер, которое можно провести так, чтобы не возникло цикла длины 3 равно [m2/4]) получаем, что рёбер этого цвета между ними не более чем [5∙5/4]=6, то есть по крайней мере 5∙4/2 – 6=4 ребра между ними отсутствуют, а, значит, всего рёбер в графе не более 36-4=32, противоречие. Значит, из A выходят не более чем по 4 ребра каждого цвета. Тогда их ровно по 4. Рассмотрим 4 вершины, к которым ведут рёбра первого цвета. Понятно, что их соединяют либо рёбра второго цвета, либо ничего. Но, по теореме Турана, рёбер второго цвета между ними не более [4∙4/4]=4, то есть по крайней мере 4∙3/2 – 4=2 ребра между ними отсутствуют. Аналогично рассмотрев оставшиеся 4 вершины, к которым ведут рёбра второго цвета из A, мы получим, что и между ними отсутствуют по крайней мере 2 ребра. Следовательно, всего в графе не более 36-4=32 рёбер, что противоречит нашему предположению о том, что их 33. Итак, нужный нам граф с 33 рёбрами не существует, а потому n=33 является ответом.)
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