Карусель. Зачетный этап

1. Пять команд (A, B, C, D, E) принимают участие в турнире по баскетболу. Турнир проходит по круговой схеме (каждая команда должна сыграть с каждой из соперников). Команда A уже сыграла с командами C и D, команда B – с командой D, команда C – с A и E, команда D – с A и B, команда E – только с C. Какое минимальное количество дней необходимо для завершения турнира, если одна команда может проводить в день не более одной игры?

Ответ: 3. Решение: меньше 3 не хватит, т.к. команде B надо сыграть еще 3 игры. Трех достаточно. Например, день 1: AB, ED; день 2: BC, AE; день 3: BE, CD.
2. На доске написаны 15 нулей, 15 единиц и 15 двоек. Разрешается стереть любую пару чисел А и Б с доски и написать вместо них число А + Б + 1. После нескольких таких операций на доске осталось только одно число. Чему оно может быть равно?

Ответ: 89. Решение: при выполнении операции не меняется такая характеристика, как «сумма чисел + количество чисел». Изначально она равна 0+15+30+45 = 90. В конце – Х + 1 (где Х – оставшееся число). Получаем 90=Х+1, откуда Х = 89.
3. Имеется две палочки длиной 2см каждая, три палочки  длиной  4см каждая, пять палочек длиной 6см каждая и семь палочек длиной 8см  каждая. Можно ли из них сложить прямоугольник (палочки ломать нельзя, нужно задействовать все палочки)?

Ответ: нет. Решение: сумма длин всех палочек равна 102 см. Значит, сумма длин двух сторон прямоугольника должна быть равна 51 см. Но все палочки имеют четную длину, поэтому любая сторона будет иметь четную длину, и в сумме две стороны тоже будут иметь четную длину, поэтому собрать из них 51 см нельзя.

4. Если первая машина сделает четыре рейса, а вторая - три, то они перевезут вместе меньше тридцати тонн груза. Если же первая машина сделает 9 рейсов, а вторая пять, то они перевезут больше 60 тонн  груза. Какая автомашина имеет большую грузоподъемность?
Ответ: Первая. Решение. Из первого условия, если они съездят таким образом дважды, 1я машина сделает 8 рейсов, 2я – 6, и они перевезут больше 60 тонн. Заменив одну «вторую» машину на «первую», в соответствии со вторым условием, получим больше тонн.

5. В треугольнике АВС стороны АВ и ВС равны 2, а высота, опущенная из вершины А, равна 1. Какими могут быть углы треугольника?

Ответ: (300,750,750) и (1500,150,150). Решение. Так как AB=AC, то (ABC – равнобедренный и (BAC =(BCA .Пусть AH – высота. В прямоугольном треугольнике ABH гипотенуза AB равна 2, а катет AH = 1, значит (ABH = 300.Если H лежит на стороне BC, то (ABC = 300, (BAC =(BCA = (180–30)/2 = 750. Если же H лежит на продолжении стороны BC (угол B в треугольнике тупой), то (ABC = 1500, (BAC =(BCA = (180–150)/2 = 150.
6. На клетчатой бумаге нарисован квадрат 12х12. Какое наименьшее количество клеток нужно вырезать, чтобы в оставшейся части нельзя было разместить “уголок” из трех клеток?

Ответ: 72. Решение: 72 достаточно, т.к. можно, например, вырезать полностью каждый второй столбец (останутся «полоски» шириной в 1 клетку, где «уголок» разместить нельзя). Если вырезать меньше 72, то найдется квадрат 4х4, в котором не вырезано 3 клетки, в нем и разместится «уголок».

7. Лёша купил на обед пиццу, имеющую форму круга, и хочет разрезать ее на несколько частей. Он совершает прямолинейные разрезы от одного края пиццы до другого. Какое максимальное количество кусочков у него может получиться после 4 разрезов?

Ответ: 11
8. Двум друзьям нужно решить 6 задач по математике. Они решили, что разделят задачи между собой, а затем обменяются решениями. Сколькими способами они могут распределить работу? Задачи не обязательно разделять поровну, в том числе допускается, что все 6 задач будет решать один из друзей.

Ответ: 64. Каждая задача может быть отдано одному из двух друзей.
9. На доске написано три двузначных числа, одно из которых начинается на 5, второе – на 6, а третье – на 7. Учитель попросил трех учеников, чтобы каждый из них выбрал какие-нибудь два из этих чисел и сложил их. Может ли так быть, что у первого ученика получилось 147, а ответы второго и третьего – различные трехзначные числа, начинающиеся на 12?
Ответ: да, это числа 51, 69, 78.
10. Пятачок и Винни-Пух гостили у Кролика больше двух, но меньше трёх часов. Уходя, Пятачок заметил, что на электронных часах, висевших у Кролика, числа, обозначающие часы и минуты поменялись местами с момента их прихода. Сколько времени Пятачок и Винни-Пух были в гостях?

Ответ: 2 часа 57 минут или 2 часа 22 минуты
11. Высоты проведенные из вершины тупого угла параллелограмма, делят противолежащие стороны пополам. Найдите углы параллелограмма.
Ответ: 600 и 1200.
12. При зачеркивании последней цифры натурального числа а (большего 9) получается число b. Каково наибольшее возможное значение дроби b/a?

Ответ: 1/10
13. Петя задумал двузначное число, Маша его отгадывает. Для этого она пишет на доске разные двузначные числа, а Петя каждый раз сравнивает написанное число с задуманным. Если написанное число совпало с задуманным, Петя дарит Маше конфету; если оно совпало с задуманным лишь в одном из разрядов, Петя ставит на доске «+»; а если не совпал ни один из разрядов – ставит «​–». Как Маше наверняка получить конфету, написав не более 10 чисел?

Решение: Вначале Маша пишет такие числа, пока не увидит «+» или не получит конфету: 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99 (рано или поздно, хотя бы «+» будет, т.к. перебираются все варианты старшей цифры числа). Если получена конфета – цель достигнута. Рассмотрим вариант, когда получен «+». Пусть он получен на числе вида NN. Тогда следующим числом Маша пишет N(N+1). Рассмотрим 3 возможных результата. 1) получена конфета – цель достигнута. 2) получен «+». Это означает, что угадана старшая цифра, т.к. если бы была угадана только младшая (N+1), то старшая отличается от N и при ответе на число NN не было бы «+». Итак, старшая цифра равна N, сделано N+1 ходов, и осталось перебрать (10–(N+1))=(9–N) младших цифр, что и выполняется за оставшиеся ходы. Наконец, 3) получен «–». Значит, в числе NN был угадан младший разряд. Сделано N+1 ходов и осталось перебрать (9–N) старших цифр, что и выполняется за оставшиеся ходы.
14. Докажите, что 3111<1714.

Решение: 3111<3211=255<256=1614<1714.

15. В государстве 36 городов, причем любые два из них соединены дорогой. Однажды, после сильного снегопада все дороги оказались занесены снегом. С тех пор каждый день дорожные работники расчищают 35 дорог, а каждую ночь местная метель в районе одного из городов заново заметает все дороги, ведущие из этого города. Докажите, что дорожные работники могут действовать так, что однажды вечером заметенных дорог останется не более 18.
Решение. Разобьем 36 городов на 18 пар, и мысленно отметим соответствующие 18 дорог. Эти 18 дорог будем чистить в последнюю очередь, только если нет других заметенных снегом дорог. Если к вечеру была расчищена хотя бы 1 из этих 18 дорог, неочищенных осталось меньше 18, что и требовалось. В противном случае ночью метель заметет не более 34 очищенных дорог (из одного города ведет 35 дорог, одна из которых входит в число мысленно отмеченных 18, которые точно неочищенные). Таким образом, за сутки будет очищено 35 дорог, а вновь заметено только не более 34. То есть каждые сутки число заметенных дорог будет уменьшаться и, рано или поздно, станет не больше 18.
16. На доске выписаны все натуральные числа от 1 до 120. Андрей и Борис по очереди стирают одно число с доски, пока на доске не останется 2 числа. Если их сумма делится на 11, то выигрывает Борис, а если не делится – Андрей. Первым ходит Андрей. Кто выиграет, если каждый из игроков стремится победить?

Ответ: Борис. Решение: все числа разбиваются на пары 1-120, 2-119, …, 60-61. Сумма чисел в каждой паре равна 121, что делится на 11. После того, как Андрей стирает одно число, Борису нужно стирать второе число из той же пары. В конце останется два числа из одной пары, равные в сумме 121.

17. На плоскости расположены пять точек А, В, С, D и Е так, что АС = 5 см, AE = 4 см; ВС = 14 см, BD = 2 см, DE = 3 см. Найдите расстояние между серединами отрезков AB и CD.
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Ответ: 3,5 см.
Так как BD + DE + EA + AC = BC, то точки A, D и E лежат на отрезке ВС так, как это показано на рис. Тогда AB = 9 см; CD = 12 см.
Искомое расстояние можно, например, вычислить так: середина отрезка АВ удалена от точки В на половину длины АВ, то есть, на 4,5 см. Середина отрезка CD удалена от точки C на половину длины CD, то есть, на 6 см. Следовательно, расстояние между серединами отрезков AB и CD равно 14 – 4,5 – 6 = 3,5. 

18. Одно и то же натуральное число поделили с остатком на 3, на 18 и на 48. Сумма трех полученных остатков оказалась равна 39. Чему может быть равен остаток, полученный при делении на 3?
Ответ: 1. Решение. Числа 18 и 48 – четные. Если исходное число – четное, остатки от деления на 18 и на 48 тоже будут оба четные, если исходное число – нечетное, оба остатка будут нечетные. В обоих случаях их сумма будет четной. Так как сумма трех остатков нечетна, нечетным является остаток от деления на 3. Такой только один. Остаток 1 возможен, если исходное число, например, было 28.
19. В треугольнике АВС проведены медианы АД и СЕ. Каждый из углов ВАД и ВСЕ равен 30  градусам.  Докажите,  что  треугольник АВС -  равносторонний
Решение: треугольники ABD и CBE подобны по 3 углам, значит AB/CB = BD / BE, то есть 2BE/2BD = BD/BE, откуда BE=BD (и, следовательно, AB=BC). В треугольнике ABD AB=2BD и угол BAD=300. Значит, он прямоугольный, угол ABC=600. Поскольку AB=BC, угол BAC = углу BCA = 600, чтд.

20. Альфире втрое больше лет, чем было Эльдару, когда она была в его нынешнем возрасте. Когда он будет в её нынешнем возрасте, им вместе будет 28 лет. Сколько сейчас лет Альфире и сколько — Эльдару?
Ответ: Альфире 12, Эльдару 8

